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Resumen: En este trabajo presentamos la metodologia utilizada en un estudio en fase de redaccién
para proyectar la evolucién demografica entre 2025 y 2050 en Navarra. Los enfoques tradicionales
en geografia suelen basarse en tasas de crecimiento fijas o en el andlisis de componentes. En contraste,
en este estudio mostramos un modelo de simulacién de Montecarlo combinado con ecuaciones di-
ferenciales estocdsticas (EDE), lo que permite incorporar la indeterminacién a los sistemas demogra-
ficos. El objetivo del método propuesto es estimar la probabilidad de que la poblacién alcance una
determinada cantidad, en este caso en la Comunidad Foral de Navarra, en el periodo comprendido
entre 2025 y 2050. La eleccién de un modelo estocdstico responde a la necesidad de tratar el tiempo
y las variables demograficas como valores discretos, capturando asi con mayor precisién la naturaleza
dindmica de la poblacidn.
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Poblacién de Navarra, Simulacién de Montecarlo, ecuacién diferencial estocdstica, variables discretas.

Stochastic demographic model applied to the population projection of Navarre between 2025
and 2050

Abstract: In this paper, we present the methodology used in a study currently being drafted to
project demographic trends between 2025 and 2050 in Navarre. Traditional approaches in geography
are usually based on fixed growth rates or component analysis. In contrast, in this study we present
a Monte Carlo simulation model combined with stochastic differential equations (SDE), which
allows us to incorporate uncertainty into demographic systems. The aim of the proposed method is
to estimate the probability that the population will reach a certain size, in this case in the Autonomous
Community of Navarre, in the period between 2025 and 2050. The choice of a stochastic model
responds to the need to treat time and demographic variables as discrete values, thus capturing the
dynamic nature of the population more accurately.
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1. Introduccioén

DESDE TIEMPOS ANCESTRALES el ser humano ha sentido una gran
fascinacion por el futuro y, a su vez, ha buscado estrategias para
enfrentarse a la indeterminacién del porvenir. Desde hace algu-
nos siglos, las matematicas y la légica han sustituido a la divini-
dad para proyectar las expectativas humanas en el futuro. En este
contexto, la indeterminacién forma parte de la investigacién de-
mogréfica cuando se trata de estimar el nimero de habitantes
que puedan existir en tiempos venideros. Ninguna ecuacién ga-
rantiza que podamos conocer con certeza las poblaciones futuras
ni, por tanto, el nimero de nacidos, defunciones, o migraciones
que vayan a existir al cabo de unos anos. Se puede intuir que a
medida que se incorporan mds variables para comprender el
comportamiento humano, resulta més dificil especificar la can-
tidad de poblacién esperada en el futuro. Esta dificultad se in-
crementa aiin mds cuando ocurren eventos imprevistos de gran
magnitud que afectan directamente a la poblacién, como pan-
demias, crisis econdémicas severas y otros acontecimientos sociales
o naturales de dificil pronéstico. En el mejor de los casos, es po-
sible establecer condiciones iniciales con datos conocidos para
simular, mediante operaciones deterministicas o estocdsticas, las
poblaciones en un futuro determinado.

Las proyecciones demograficas son un tema recurrente en la
geografia. Uno de los métodos mds sencillos consiste en suponer
un crecimiento de poblacién a partir del cdlculo de la tasa de
crecimiento extrapolando las tasas observadas para proyectar la
poblacién futura. En este caso, se asume un crecimiento cons-
tante que puede ser lineal, exponencial o logistico. Otro de los
procedimientos comdinmente empleados es el método de com-
ponentes, en el que intervienen una serie de variables demogra-
ficas como la natalidad, la mortalidad, la inmigracién, la
emigracion, el sexo o la edad; estas proyecciones se pueden hacer
por edades o grupos de edades (Roncero & Rodriguez, 2019).
El LN.E., por ¢jemplo, emplea este método en el que proyecta
la fecundidad mediante una distribucién de probabilidad Beta
(ILN.E., 2024). En este trabajo se analiza la poblacién en su con-
junto, ya que el valor de la poblacién registrada parte de la po-
blacién del afo anterior e incorpora implicitamente el
crecimiento vegetativo y el saldo migratorio del periodo anual
precedente (P, 1 = P, + Sm,, + Cv,). No se consideran la edad
ni los grupos de edad, pues el objetivo no es estudiar la estruc-
tura de la poblacidn, sino estimar la probabilidad de que, en un
afo especifico, la poblacién de la Comunidad de Navarra supere
un determinado umbral. Por tanto, el presente trabajo no es un
estudio demogréfico de poblacidn, sino la presentacion de un
modelo de proyeccién aplicable a las diferentes variables demo-
gréficas, como, es ente caso, la poblacién.

Existen publicaciones que generan proyecciones de poblacién
mediante una metodologfa que combina el método de compo-
nentes-cohorte, basado en cadenas de Markov, con simulaciones

de Montecarlo (Osés-Arranz & Quilis, 2017). Al igual que Osés-
Arranz y Quilis abordaremos propuestas matemdticas determi-
nisticas y estocdsticas, pero nos centraremos en los modelos que
emplean ecuaciones diferenciales estocdsticas para hacer las pro-
yecciones de poblacién. El punto de partida es considerar el
tiempo (2000, 2001, ..., 2024) como una variable discreta. En
consecuencia, las funciones demogréficas en las que el tiempo
interviene de forma directa o indirecta son funciones discontinuas
y, dado que cada valor de X (por ejemplo, el tiempo) le corres-
ponde un tnico valor de Y (por ejemplo, la poblacién), dichas
funciones también son sobreyectivas. Bajo este criterio, se analizan
los pardmetros poblacionales en el pasado y el futuro. En la fase
previa de la simulacién utilizaremos los valores de las poblaciones
correspondientes a los afos comprendidos entre el 2000 y el
2024. A partir de estos datos, se implementard una simulacién
de Montecarlo aplicada al método Euler-Maruyama (M-E-M).

El objetivo es doble: en primer lugar, validar el modelo me-
diante un resultado numérico comparable con los datos de po-
blacién conocidos de 2000 a 2024. En segundo lugar, ampliar
la simulacién entre el 2025 y el 2050. Los datos obtenidos se
comparardn con las proyecciones del Instituto de Estadistica
de Navarra (Nastat) que comienza en 2021 y se extiende hasta
el 2035. Durante este intervalo, se evaluard la aproximacién de
ambas series a los datos reales y las discrepancias entre los datos
de las dos proyecciones.

Se ha decidido que la simulacién M-E-M genere 10.000 datos
anuales, esta cantidad garantiza que los valores medios tengan
poca variacién en repeticiones sucesivas. De este modo, la si-

mulacién iniciada en el 2000 hasta el 2050 generard una matriz
de dimensiones [10.000 X 51] con un total 510.000 valores.

Generalmente, las proyecciones de poblacién se presentan en
términos absolutos. Sin embargo, este tipo de informacién di-
ficilmente coincidird con los valores reales alcanzados al final
del periodo simulado. Por ello, se considera que los valores re-
lativos pueden reflejar mejor la tendencia demografica. Con
los datos obtenidos mediante simulacién, se construird un
campo de probabilidades para estimar la probabilidad de al-

canzar una determinada poblacién en un momento especifico.

La intencién de este trabajo no es realizar un estudio demo-
gréfico de Navarra, sino desarrollar un método que permita es-
tablecer un conjunto de probabilidades sobre la cantidad
relativa de habitantes en un horizonte temporal razonable, fi-
jado en veinticinco afos. La indeterminaci6n inherente a cual-
quier modelo de proyeccién poblacional nos aleja de enfoques
deterministas y nos orienta hacia aproximaciones probabilisti-
cas basadas en criterios estocdsticos. Dado que los aconteci-
mientos demogréficos futuros son desconocidos, se asume el
riesgo de considerar que la tendencia poblacional seguird una
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evolucién similar a la observada en los Gltimos anos. Es evi-
dente que cuanto mayor sea el horizonte de proyeccién, mayor
serd la indeterminacién del modelo. Al fin y al cabo, predecir
el futuro es un ¢jercicio especulativo que, aunque sustentado
en bases cientificas, no deja de ser una aproximacién. En con-
secuencia, al hablar de futuro, optamos por hacerlo en térmi-
nos de probabilidad y no desde una perspectiva determinista.

El modelo que presentamos toma la poblacién como objeto
de estudio, por lo que no es posible explicar el comportamiento

2. El desafio de modelar una realidad impredecible

UNA DE LAS CONDICIONES que afectan directamente a las va-
riables demograficas es la diferencia entre la poblacion oficial y
la poblacién real. Cuando hablamos de habitantes de un lugar
o un drea geogréfica hay que distinguir entre poblacién que
vive donde estd empadronada y la poblacién que reside donde
no estd empadronada. Esta tltima poblacién produce un doble
efecto, por un lado, sobredimensiona la poblacién donde no
reside y, a su vez, ocurre lo contrario con la poblacién donde
reside. La poblacién real de un lugar determinado la podemos
representar de la siguiente manera:

Pob. real = Pob. empadronada residente + Pob. no
empadronada residente — Pob. empadronada no residente.

La poblacién real cambia continuamente, no la podemos cono-
cer con los medios y datos oficiales que disponemos actual-
mente. Esto significa que las valoraciones que se pueden hacer
con los datos estadisticos oficiales siempre es una aproximacion
a la situacién real. Los datos oficiales son el punto de partida
del andlisis de la poblacién, los vamos a considerar validos por-
que para este estudio no hay otra opcién. Los modelos son re-
presentaciones abstractas que permiten emplear los datos
demogréficos con una finalidad explicativa de lo ocurrido o de
simular lo que puede ocurrir. No hay presente en el estudio de-
mogrifico. Tanto en el andlisis del pasado poblacional como
del futuro, los modelos debidamente desarrollados pueden lle-
gar a mostrar tendencias sin resultados absolutos. Los modelos,
tanto deterministas como estocdsticos, no solo estan condicio-
nados por los valores estadisticos oficiales sino también por la
seleccidn y acotacién de variables. No hay modelos ideales, en
todo caso hay modelos que para cada situacién pueden ser mds
adecuados que otros. La variabilidad en el comportamiento po-
blacional exige prudencia a la hora de configurar un modelo
determinado. Los errores de proyeccién aumentan al incremen-
tar el tiempo sobre el que operan las variables con datos esti-
mados. Como es sabido, la previsién del comportamiento
humano es més dificil de prever cuanto mayor es la distancia

entre el punto de partida y el punto de llegada.

de otras variables; pero podemos repetir el modelo con cual-
quier variable (nacidos, defunciones, inmigrantes, emigrantes)
y; asi, observar el comportamiento individualizado de cualquier
pardmetro demogréfico dado el cardcter discreto de sus valores.
Consideramos que un periodo de veinticinco anos de pobla-
cién conocida no es apropiado para hace un andlisis cross vali-
dation, pero es suficientemente amplio para comparar las
tendencias entre los datos conocidos con los datos simulados
¥, a su vez, extender la matriz de resultados durante los veinti-
séis aflos siguientes.

2.1. Modelos Demograficos
Deterministas basados en
Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO)

DEFINIMOS COMO MODELO DETERMINISTA aquel en el que se
utilizan ecuaciones que describen una relacién fija entre los datos
de entrada y los de salida. Estos modelos muestran un compor-
tamiento de alta precisién, sin que intervenga la variabilidad ale-
atoria. En un modelo determinista, las operaciones sobre los
datos iniciales siempre producirdn los mismos resultados de sa-
lida, lo que significa que el comportamiento es completamente
predecible y no admite fluctuaciones aleatorias. Por lo tanto, si
conocemos los valores de una poblacién en un momento deter-
minado, en el futuro solo existird un tnico resultado posible.

La ventaja de utilizar modelos deterministicos es que necesitan
pocos pardmetros para realizar las previsiones. Uno de los mo-
delos mds habituales para el estudio del crecimiento de la pobla-
cién es el que emplea ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).
Este tipo de ecuaciones presentan una inconsistencia conceptual
con la idea que estamos manteniendo en este trabajo, ya que las
ecuaciones diferenciales ordinarias estdn indicadas para funciones
continuas con variaciones temporales infinitesimales.

Hay autores que emplean modelos deterministicos mediante
EDO para el estudio de la evolucién de la poblacién hasta nues-
tros dias. Es el caso del historiador A. Korotayev y de la demé-
grafa D. Khaltourina quienes consideran que desde los origenes
de la humanidad hasta la década de 1970, hubo un crecimiento
hiperbdlico de la poblacién relacionado con el crecimiento cua-
drdtico-hiperbélico del PIB mundial (Korotayev & Khaltou-
rina, 2006). No obstante, la ecuacién que se ajusta con buena
aproximacion a las cifras de poblacién del pasado, no permite
explicar una posible poblacién futura, ya que predice un creci-
miento infinito. Para hacer proyecciones mds precisas, se nece-
sitan modelos mds complejos (Hathout, 2013, p. 300).




A GEOGRAPHICALIA - DIC - 2025

Miguel Angel Miranda Gonzalez

2.2. Modelos Estocasticos

LOS MODELOS ESTOCASTICOS son aquellos que pueden hacer
predicciones probabilisticas sobre la evolucién futura de un sis-
tema. Por tanto, no pueden determinar univocamente el re-
sultado futuro de una simulacién.

Los modelos de ecuaciones diferenciales estocdsticas (EDE) se
han empleado en campos como la biologia, la epidemiologfa,
la mecdnica, la economia o la demografia. Aunque hoy dia tie-
nen una gran relevancia, empezaron a ser muy signiﬁcativos a
partir del ano 1905 (Fredericks & Mahomed, 2008). En estos
modelos hay que tener un gran control con el tamano de las
variables y el tiempo de duracién. En los estudios de dindmica
de la poblacién hay que considerar que vivimos en un mundo
finito, por lo que hay que tener cuidado con la evolucién de
los datos que aportan las variables estocdsticas para que el ta-
mafo estimado de la poblacién no sea arbitrariamente grande
durante largos periodos de tiempo (Schreiber, 2012).

Uno de los modelos matemdticos que han servido de referencia
para los estudios de evolucién de variables estocdsticas X(z, ®) en
el tiempo (t > 0) y en trayectorias de probabilidad (®), en un es-
pacio de probabilidad (€2, 7, P) es la ecuacién diferencial esto-
céstica que efectud el matemdtico japonés Kiyoshi Ito (Ito, 1951):

dX (t, ) =f(X (1, ), 0 dr + G (X (1, 0), ®) AW (1, ®)

Donde:

X(#, ) representa a la variable estocdstica de un sistema en el
tiempo #, con una trayectoria aleatoria ®;

f(X(#, ®), ) dt es la tasa de crecimiento esperada de X(z, ®) en
un incremento de tiempo %

G (X(#, ®), ®) Es una funcién que regula las fluctuaciones ale-
atorias. Depende del valor de X(2) y del valor de ® ajusta la in-
tensidad del ruido blanco;

dW (, ®) es el incremento diferencial del proceso de Wiener
W (#, ®) también denominado movimiento browniano, que
también depende de m. Se puede interpretar como ruido blan-
co con media igual a cero (Week et al., 2021).

Para el propésito de este articulo, la ecuacién diferencial es-
tocastica de It6 es la formulacién matemdtica, o base tedrica,
para construir un modelo que se pueda implementar con el
modelo de simulacién de Montecarlo. El punto de partida es
la poblacién (P) y las tasas de crecimiento anual calculadas,
en un intervalo de tiempo (7; — cz{‘]& correspondiente a los afios
2000 al 2024. A partir de estos datos tenemos que simular los
valores de las poblaciones 2(# ®), con 10000 trayectorias ().
Una vez obtenidos los datos, calculamos la probabilidad de
que en un afo determinado exista una determinada cantidad
de poblacién.

3. Modelo de previsiéon de poblaciéon en navarra entre los afos
2025 y 2050 mediante la aplicacion del método

de simulaciéon de Montecarlo

LOS DATOS DE POBLACION llevan implicitos los resultados de
las variables demogréficas. En los 678.103 habitantes de la po-
blacién registrada en el ano 2024 estin contemplados los datos
de 2023, como son el 1,2 hijo por mujer, las 5.847 defuncio-
nes, (tasa bruta de mortalidad de 8,7%o), los 4.496 nacidos,
(tasa bruta de natalidad de 6,66%0), las 15.499 inmigraciones
del extranjero, las 6.313 emigraciones al extranjero o la pobla-
cién de 672.155 contabilizada el 1 de enero (Nastat, 2024). La
poblacién de cada afio es una consecuencia de su pasado re-
ciente. Pero en materia de poblacién, los datos conocidos no
son extrapolables, por tanto, para hacer una previsién de futuro
debemos admitir un determinado grado de aleatoriedad, con
unos limites fijados por el conocimiento de lo ocurrido en el
pasado, y esto es lo que nos permite hacer el método de simu-
lacién de Montecarlo (o Monte Carlo).

Este método es una técnica matemdtica que otorga valores alea-

torios a variables estocdsticas. Con el empleo de los ordenadores,
los programas destinados al cdlculo matemdtico y a la estadis-
tica aplicada tienen algoritmos que generan niimeros pseudo-
aleatorios que, para la mayoria de los casos en los que se aplica

el método de Montecarlo, son perfectamente validos. Hoy dia,
el método de Montecarlo se aplica en distintos campos del co-
nocimiento, desde la fisica o la ingenierfa hasta la economia o
la demografia.

3.1. Las condiciones del modelo

EL MODELO que vamos a desarrollar tiene la finalidad de mos-
trar las probabilidades de que la Comunidad Foral de Navarra
alcance una determinada poblacién anual desde el 2025 al
2050. El modelo se basa en:

1. Los valores conocidos de la poblacién de Navarra desde el
ano 2000 hasta el 2024;

2. Las condiciones extraidas de la poblacién que ha de seguir
el modelo;

3. Una ecuacidn estocastica basada en el método de It6;

4. Aplicacién del método de Montecarlo para implementar la
ecuacion estocistica.
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3.1.1. La poblacion de Navarra desde
el ano 2000 al 2024

SEGUN LOS DATOS RECOGIDOS del INE, la poblacién de Navarra
desde el afio 2000 al 2024 aumentd un 24,7 %. La tasa de cre-
cimiento anual fue variable, con etapas de crecimiento negativo.
La ecuacién empleada para calcular la tasa de crecimiento anual
a partir de la poblacién conocida es una adaptacion de la fér-
mula que se emplea para calcular el interés compuesto:

P(t+1)=Pr(1 +7)
Donde:

P(t+1) es la poblacién en el tiempo #+1;
7 es el nimero de anos;

T es la tasa de crecimiento.

Como las poblaciones son anuales, n = 1, despejando la tasa
de crecimiento (T) en funcién del tiempo, tenemos:

Las poblaciones y las tasas de crecimiento anual en Navarra en-
tre los anos 2000 y 2024 son las siguientes:

Tabla 1. Poblacion y tasa de crecimiento de Navarra

Afos Poblacién Tasa de crecimiento
1999 538 009 =
2000 543 757 0,01068
2001 556 263 0,02300
2002 569 628 0,02403
2003 578 210 0,01507
2004 584 734 0,01128
2005 593 472 0,01494
2006 601 874 0,01416
2007 605 876 0,00665
2008 620 377 0,02393
2009 630 578 0,01644
2010 636 924 0,01006
2011 642 051 0,00805

Fuente: Poblacién: INE. Elaboracién propia.

La representacién grafica de los datos en la figura 1, nos mues-
tra cémo ha evolucionado la poblacién y su tasa de crecimiento
en veinticinco afos. Los valores de las poblaciones estin toma-
dos en la fecha 1 de enero de cada afio, por tanto, las tasas de
crecimiento hacen referencia al crecimiento de la poblacién
que hubo entre el 1 de enero del afo Ay el 1 de enero del ano
A+1, por este motivo no se registra la tasa de crecimiento en el
afo 1999. Si representamos en un mismo grafico con dos ejes
« »

y”, uno para las poblaciones y otro para las tasas de poblacién,
podemos observar las diferencias en la evolucién de ambas.

En los veinticinco afos observados, la poblacién se ajusta mejor
a una tendencia de crecimiento lineal que a una exponencial,
con un coeficiente de correlacién lineal de Pearson r = 0,9. Las
variaciones de las tasas en el tiempo estudiado muestran una
fuerte sensibilidad con las variaciones de las poblaciones. La
tendencia que muestran las tasas de crecimiento respecto del
tiempo es negativa, con un coeficiente de correlacién de Pearson
relativamente bajo (r = 0,55), esto significa que, con el paso de los
afios y el aumento de la poblacion, las tasas tienden a decrecer.

El modelo que vamos a seguir, lo disefiamos de forma que la
tendencia de las tasas continue siendo negativa. Pero, a dife-
rencia de las ya conocidas, las tasas quedardn definidas por una
funcién determinista con un decrecimiento constante. Las po-
blaciones se verdn afectada tanto por dicha funcién como por
pequenas perturbaciones definidas en la ecuacién con la que
vamos a simular las poblaciones futuras.

Afos Poblacién Tasa de crecimiento
2012 644 566 0,00392
2013 644 477 -0,00014
2014 640 790 -0,00572
2015 640 476 -0,00049
2016 640 647 0,00027
2017 643 234 0,00404
2018 647 554 0,00672
2019 654 214 0,01028
2020 661 197 0,01067
2021 661 537 0,00051
2022 664 117 0,00390
2023 672 155 0,01210
2024 678 103 0,00885
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Figura 1. Poblacién y tasas de crecimiento de Navarra desde el afio 2000 al 2024.

Fuente INE (2024). Elaboracién propia.

3.1.2. Método de Euler-Maruyama

COMO SE HA INDICADO anteriormente, la simulacién de la po-
blacién se hard mediante la aproximacién numérica de la ecua-
cién diferencial estocdstica de Kiyoshi Itd. Dos de los métodos
numéricos mds conocidos son el de Milstein (Milstein, 2013)
y el de Euler-Maruyama (Kayode et al., 2016). Hemos selec-
cionado este ultimo por que cumple con la finalidad del pre-
sente trabajo y por su facilidad para ser implementado en un
lenguaje de programacién.

El método numérico de Euler-Maruyama se emplea para gene-
rar una serie de trayectorias como consecuencia de la particién
del tiempo en intervalos discretos (Az). La forma diferencial de
la ecuacién de Euler-Maruyama es:

dP(y) = 1P, At + pP, AW,
En su forma discreta queda:
Vioar= Y+ (Y, ) Ar+ p (X, 1) AW,

Donde:

AW, es el incremento del proceso de Wiener (aleatorio) en un pe-
quefio intervalo de tiempo. A AW, también se le llama movi-

oll® ||| O
O
N ol I
O o O

o

2012

Tasa de crecimiento

0,045

0,035
0,025
0,015
om® <
o 0,005

ofl® O
-0,005

0,015

2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024
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miento browniano. Hay que tener en cuenta que AW, ~ IV(0, Az),
es decir, el proceso de Wiener sigue una distribucién normal
(gaussiana) con media igual a cero y varianza igual a Az (la va-
rianza es proporcional al intervalo de tiempo). En las proyec-
ciones de las poblaciones que vamos a realizar, el proceso de
Wiener es el que establece la pauta estocdstica, que repercutird
en cada uno de los trayectos de la poblacién simulada.

Para obtener los resultados de la poblacién simulada con las
variables que vamos a emplear, adaptamos esta férmula gené-
rica a la ecuacién que vamos a implementar en la simulacién.
La nueva ecuacién se repetird sucesivamente en intervalos fijos
de tiempo.

La férmula definitiva queda de la siguiente manera:
P,.1="P,+1P,At+ pP, AW,

Donde:

P,,,1 es la poblacién simulada en la iteracién 7+1;

P,, = poblacién simulada con cada incremento del tiempo;

TP, Ates la parte deterministica de la ecuacién:
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T = Tasa generada con cada incremento del tiempo;

At = variacién del tiempo;
pPP,AW, es la parte estocdstica de la ecuacion:

p = volatilidad;

AW, = proceso de Wiener (valor aleatorio).
Las variables utilizadas son las siguientes:

P = poblacién inicial de la simulacién;
T( (tau) = Tasa de crecimiento inicial de la simulacién;

p (ro)= Volatilidad de la tasa de crecimiento de la poblacién
real = 0,007605446. La volatilidad es el valor de la desviacién
estandar de las tasas; una desviacién = 1 supone que no hay
dispersion en los valores de las tasas, por tanto, no habria vo-

latilidad;

O (delta)= Pendiente decreciente de la tasa real = -0,00007.
Suponemos que, en el futuro, la pendiente de la tasa de cre-
cimiento seguird siendo negativa. Como la pendiente de una
recta se define:

S _ A

x, x, Ax
Al sustituir los términos, tenemos:

AT Tasa final conocida — lasa inicial conocida
5 — —

At Niimero de periodos incluidos (2004 — 2000 + 1)

_0,00885 - 0,01068

= -0,00007
25

La volatilidad y la pendiente son valores de ajuste que podemos
modificar para afinar las trayectorias de la poblacién estimada.

3.1.3. Algoritmo de simulacién
Montecarlo-Euler-Maruyama (M-E-M)

COMO YA SE HA DICHO anteriormente, se ha empleado el cédigo
del lenguaje de programacién Python para obtener las estima-
ciones de las poblaciones de Navarra entre los afios 2025-2050.
Las librerias utilizadas son: numpy (np) y pandas (pd).

Variables empleadas:

Los afios de la simulacién: afo de inicio: 2000, afo de fi-
nalizacién: 2050;

ndmero de trayectorias anuales (@) = 10.000;
poblacién inicial = 543.757;
tasa de crecimiento inicial (TO) =0,01068;

delta = -0,000095, es un valor ajustado empiricamente a
partir del valor calculado

(-0,00007), Es muy sensible y cualquier modificacién, in-
cluso en el dltimo digito decimal, altera muy significativa-
mente los resultados;

ro = 0,007605446. También es un valor de ajuste y ocurre
lo mismo que con el de delta.

Cuando se quiera mantener los mismos datos de la simulacién
y tener siempre las mismas trayectorias, hay que emplear la ins-
truccién “np.random.seed(42)”, (42 es nimero semilla que lo
podemos variar seglin nos convenga). En nuestro caso, queremos
que cada vez que se haga la simulacién aparezcan trayectorias di-
ferentes, por tanto, no aplicamos esta instruccién al programa.

Para iniciar el proceso de simulacién, necesitamos crear una
matriz de ceros de orden [10.000 X 51] donde, sucesivamente,
se irdn instalando los valores calculados:

poblaciones = np.zeros((simulaciones_ano. len(afnos))).

El proceso de célculo se hace mediante un “bucle for”. Las ins-
trucciones son las siguientes:

for i in range(1, len(anos)):
t = afos|[i]

tasa_estimada = abs(tasa_inicial+delta *(t-afio inicio si-
mulacién-1)) # Tasa de crecimiento decreciente. Para la
simulacién desde el ano 2000, el ano inicio simulacién
— 1 serd: 1999; para 2017, el afio inicio simulacién — 1
serd: 2016. dW = np.random.normal(0, 2, simulacio-
nes_afo) # Proceso de Wiener. Los resultados también
son muy sensibles a los valores del intervalo random.nor-
mal. P_prev = poblacionesl[:, i - 1]

poblacionesl[:, i] = P_prev+tasa_estimada * P_prev + ro
*P_prev * dW # Ecuacién_estocdstica

df_resultados = pd.DataFrame(poblaciones, columns=anos)
# Resultados en la matriz de ceros.
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4. Resultados

4.1. Simulacion M-E-M desde el aino
2000 hasta el ano 2050
(51 periodos)

REALIZADOS LOS AJUSTES necesarios para que los resultados si-
mulados se aproximen lo méximo posible a los valores conoci-
dos, se realizaron varias pruebas y se seleccioné al azar una de
las simulaciones. Los valores que se obtuvieron (matriz [10.000

X 51]) conformaron un campo de probabilidades. A continua-
cién, se presenta una muestra de los valores simulados.

Una vez obtenidos los datos anuales, se enumeraron los valores
que superaban un umbral determinado (por ejemplo, nimero de
casos que superaban el valor 700.000). Conocido el nimero de
casos, se calcularon las probabilidades de alcanzar el umbral fijado.
Esta operacién se repitié en todos los afos de la simulacién. La
Tabla 3 es una muestra de los afnos, umbrales y probabilidades.

Tabla 2. Muestra de los valores de la matriz [10.000 X 51]

2000 2001 2002 2003 2004

1 543757 542601 549473 547445 551097

2 543757 547892 560367 569362 559118

3 543 757 566964 557 667 554763 546 047
4 543 757 541063 557816 558886 577517

5 543757 541623 545388 551041 538713
9996 543757 546883 531893 533641 546315
9997 543757 544864 553882 5550681 564204
9998 543757 544419 552770 574475 575317
9999 543757 561922 554936 546669 549 383
10000 543757 558986 567336 560474 565177

Fuente: Elaboracién propia.

2046 2047 2048 2049 2050
931261 939117 951273 960967 985 038
713905 693155 687780 716518 726472
803 157 827208 837882 844134 827652
861321 847720 858856 861546 862903
789182 799826 797534 815385 802959
894734 900957 895321 895228 913812
889366 916981 946463 952028 950272
763538 778519 797247 804510 803 059
814277 816254 819986 821926 809 463
880249 894041 923639 913994 923 355

Tabla 3. Valores simulados de poblaciones medias y probabilidades de poblacion en Navarra

Afios P Med N>600000 N(U)  N>650000 N(U) N>700000 N(U) N>750000 N(U)  N>800000 N(U) N>850000 N(U) N>900000  N(U)
2000 543757 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00
2005 572024 767 0,07 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00
2010 600824 5004 0,50 485 0,05 8 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00
2015 629348 7838 0,78 2806 0,28 355 0,03 12 0,00 0 0,00 0 0,00 0 0,00
2020 657815 9079 0,90 5537 0,55 1678 0,17 254 0,02 13 0,00 0 0,00 0 0,00
2025 686145 9582 0,96 7538 0,75 3777 0,38 1125 0,11 200 0,02 30 0,00 2 0,00
2030 713758 9793 0,98 8622 0,86 5748 0,57 2606 0,26 775 0,08 172 0,02 27 0,00
2035 740526 9886 0,99 9210 0,92 7215 0,72 4245 0,42 1793 0,18 543 0,05 149 0,01
2040 766392 9930 0,99 9526 0,95 8146 0,81 5689 0,57 3084 0,31 1308 0,13 416 0,04
2045 791842 9959 0,99 9706 0,97 8758 0,87 6825 0,68 4390 0,44 2274 0,23 962 0,10
2050 816581 9975 1 9789 0,98 9154 0,91 7683 0,77 5530 0,55 3323 0,33 1679 0,17

Fuente: Elaboracién propia.
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Donde:

N > U = nimero de valores (N) superiores al valor umbral (U);

N(U) = Casos favorables (N) / Casos posibles (U).

A partir de la tabla, se observa que la probabilidad de que Na-
varra supere los 700.000 habitantes en 2030 es del 57 %, la
probabilidad aumenta al 81 % en el 2040. Mientras que la
probabilidad de alcanzar los 800.000 habitantes en 2050 es del
55 %. La probabilidad de que la Comunidad Foral llegue a los
900.000 habitantes en el periodo de tiempo estudiado es re-
ducida, solo alcanza el 17 % en el ano 2050.

4.2. Comparacion de los datos de
la poblacién conocida con la
simulacion Montecarlo-Euler-
Maruyama y la proyeccion
realizada por el Instituto de
Estadistica de Navarra (Nastat)

EN LOS PRIMEROS 20 ANOS del siglo XXI, Navarra tuvo un in-
cremento de poblacién del 21,5 %, cuatro veces superior al del
Pais Vasco y el doble que el de Aragén (Oliveros et al., 2020).
El incremento poblacional se manifiesta en la forma alabeada
de la curva de poblacién que se muestra en la figura 2. A partir
de 2012, la poblacién dejé de crecer al ritmo de la primera dé-
cada del siglo XXI y mantuvo un aumento estable.

Al comparar los datos de la poblacién conocida con los obtenidos
en la simulacién, observamos que en el afo 2010 se da la dife-
rencia porcentual (D%) mdxima entre ambas series (5,67 %)'.
Ocho anos después, en 2018, se registra la diferencia porcentual
minima (0,17 %). El valor medio de las diferencias porcentuales
de los veinticinco anos es del 2,29 %. Estas diferencias muestran
la proximidad entre los valores reales y simulados, especial-
mente hacia el final de la serie (afio 2024) donde la convergen-
cia de ambas series es mdxima.

Tras analizar los datos de poblacién y de la simulacién, proce-
demos a compararlos con la proyeccién realizada por el Insti-
tuto de Estadistica de Navarra (Nastat, 2021). La proyeccién
realizada por el Nastat alcanza el periodo 2021-2035. Los afios
comunes entre las dos simulaciones y la poblacién solo son
cuatro, para analizar el conjunto de datos tomaremos: a) la po-
blacién conocida desde el 2021 (inicio de la proyeccién del
Nastat) hasta el final de la serie, ano 2024 (final de la poblacién

oficial), b) los datos correspondientes a los mismos anos de la
simulacién M-E-M vy ¢) los datos de la proyeccién del Nastat,
también de esos cuatro afos. En la Tabla 4 se presentan las di-
ferencias porcentuales entre la poblacién real, la simulacién M-
E-M vy la proyeccién del Nastat para los anos 2021-2024.

Como se observa en la tabla 4, en los cuatro anos analizados,
las diferencias porcentuales entre la poblacién conocida y las
poblaciones simuladas son minimas. El valor medio de las di-
ferencias porcentuales de la poblacién respecto de la proyeccién
M-E-M es de -0,44 %, ligeramente inferior a la del Nastat,
que alcanza el -0,46 %. Cabe senalar que un periodo de cuatro
afios resulta insuficiente para evaluar la comparacién de los dos
modelos matemdticos. Veamos la evolucién de la proyeccién
y de las simulaciones gréficamente:

En el ano 2021 la diferencia porcentual de la proyecciéon Nastat
respecto de la simulacién M-E-M era de -0,09 %. La estima-
cién del Nastat mostraba un valor ligeramente inferior al ob-
tenido con el modelo M-E-M, a partir de entonces las
diferencias porcentuales de la poblacién propuesta por el Ins-
tituto de Estadistica de Navarra se incrementan tanto con la
poblacién real como con la estimada por M_E_M. Para el afio
2035 la proyeccién de la poblacién del Nastat alcanza los
763.326 habitantes, en tanto que la proyeccién M-E-M mues-
tra una poblacién media de 740.526, la diferencia absoluta es
de 22.800, el valor relativo de la diferencia entre ambas pro-
yecciones es notable, asciende al 3 %.

Las simulaciones muestran tasas de crecimiento de poblacién
que, también, se van distanciando con el paso de los anos. De
acuerdo con la ecuacion para obtener la tasa de crecimiento de
poblacién expuesta anteriormente, podemos calcular la tasa de
crecimiento de la poblacién entre afios no consecutivos me-
diante la siguiente expresion:

Donde:

i fes la tasa entre un afio inicial (470;,) y un afo final (Aﬁojé;
P; es la poblacién del afo inicial;
Pfes la poblacién del afio final final;

n es el nimero de afos sobre el que se va a calcular la tasa.

! Poblacién real en el 2010 = 636.924; poblacién proyectada en el 2010 = 600.824
D% = ((636.924 — 600.824) / 636.924) x 100 = 5,67 %.
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Figura 2. Evolucién de las poblaciones real y simuladas.
Fuente: INE (2024). Elaboracién propia.
Tabla 4. Diferencias entre las poblaciones real, Nastat y simulada M-E-M
® = "o _
Afos Poblacién Simulacién M-E-M Proyeccién Nastat LDAE G Lealh — et 212 /0, 1)
M-E-M proyeccion Nastat
2021 661 537 663 451 662 887 -0,29 % -0,20 %
2022 664 117 669 002 668 856 -0,73 % -0,71 %
2023 672 155 674 724 675 041 -0,38 % -0,43 %
2024 678 103 680 423 681 341 -0,34 % -0,48 %
Dif. % Media -0,44 % -0,46 %

Fuente: Nastat ¢ INE (2024). Elaboracién propia.

Las tasas de crecimiento en diferentes periodos las podemos
observar en la tabla 5.

La tabla tiene tres partes. En la primera, comparamos la tasa
de crecimiento de la poblacién real con la tasa simulada M-E-
M, en el periodo 2000-2024, y observamos que es practica-
mente la misma, mientras que la tasa de poblacién conocida
es del 0,92 %, la tasa de poblacién simulada es del 0,93 %,
entre ambas hay una diferencia de una centésima.

En la segunda parte de la tabla comprobamos las diferencias
que hay entre la tasa de crecimiento de poblacién proyectada
por el Nastat y la tasa obtenida mediante la simulacién M-E-
M. Aunque la diferencia no es muy grande, podemos notar que
el valor de la propuesta por el Instituto de Estadistica de Na-
varra (1,01 %) es superior a la simulada M-E-M (0,78 %). Las
tasas de este segundo grupo no son comparables con las del pri-
mero, puesto que los periodos de tiempo son diferentes. En el

caso de que se cumpliesen las estimaciones que hace la simula-
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cién M-E-M, supondria una disminucién de la poblacién es-
perada por el Instituto de Estadistica de Navarra para el afo
2035 (Nastat, 2021).

La tercera parte de la tabla, indica la tasa de crecimiento entre
el 2025 y el 2050, en total son los 25 anos simulados que pro-
ponemos en este estudio, el valor obtenido es t; f= 0,7 %, lo
que supondria la confirmacién de lo analizado en la segunda
parte de la tabla, extendido hasta el final del periodo estudiado.
En definitiva, la simulacién M-E-M prevé la ralentizacién del
crecimiento de la poblacién en Navarra.

Tabla 5. Tasas de crecimiento de poblaciéon obtenidas

Ano inicial Ano final Ne de afios
Pobl. conocida 2000 2024 24
Simul. M-E-M 2000 2024 24
Proyec. Nastat 2021 2035 14
Simul. M-E-M 2021 2035 14
Simul. M-E-M 2025 2050 25

Fuente: Nastat e INE (2024). Elaboracién propia.

5. Conclusiones

En una proyeccién cabe suponer que cuantos mds afos quere-
mos simular mayor es el error acumulado. En el futuro viable
para el ser humano nada puede excluirse. El modelo aqui des-
arrollado, como cualquier otro, es una simplificacién de lo ob-
servable. La intencién es ofrecer una informacién aproximada
de lo que pueda llegar a suceder. De momento el futuro no es
definible, es solo una probabilidad & priori no demostrable.

Pob. inicial Pob. final Tasa de crec pob. inicial-final
543 757 678 103 0,92 %
543 757 680 423 0,93 %
662 887 763 326 1,01 %
663 451 740 526 0,78 %
686 145 816 581 0,7 %

LAS SIMULACIONES DE POBLACIONES son hipétesis sobre la evo-
lucién de poblaciones futuras basadas en datos conocidos. Estas
proyecciones permiten visualizar posibles escenarios de creci-
miento con distintos niveles de indeterminacién (Preston et al.,
2001). El empleo de ecuaciones diferenciales estocastica (EDE)
mediante el método de simulacién de Montecarlo ofrece un
marco mds realista en comparacién con los modelos determi-
nistas, que Uinicamente representan un escenario posible de cre-
cimiento.

Dado que no existe un método infalible para predecir la evo-
lucién poblacional, hay que optar por herramientas que per-
mitan aproximar lo calculado con lo que en el futuro serd real.
Segiin el modelo M-E-M expuesto en este trabajo, la poblacién
en el afo 2035 serd inferior a la proyectada por el Nastat. Mien-

tras que este tltimo, como se ha indicado anteriormente, esti-
ma que la poblacién alcanzard los 763.326 habitantes en enero
de 2035, el modelo M-E-M indica que esta cifra se alcanzard
con una probabilidad del 50 % a lo largo de 2039.

Las diferencias entre los datos de la proyeccién del Nastat y los
obtenidos en este estudio aumentan con el tiempo, lo que sugiere
que cualquier proyeccion a largo plazo conlleva una acumulacién
de error. En definitiva, el modelo aqui desarrollado no busca es-
tablecer una prediccién exacta, sino proporcionar un marco pro-
babilistico razonable sobre la evolucién de la poblacién. La
validacion definitiva de estas proyecciones dependera de los datos
poblacionales futuros, pero los resultados actuales sugieren que
el modelo M-E-M ofrece una herramienta prometedora para la
planificacién demogrifica en los estudios geograficos.
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